Zwischen Angst und Gier: Die Sechs verliert

NORBERT HENZE, KARLSRUHE

Zusammenfassung: Bei einem Wiirfelspiel geht es
darum, moglichst viele Augen zu sammeln, wobei
man beim Auftreten einer Sechs alles verliert. In die-
sem Beitrag werden zwei nahe liegende Spielstrate-
gien untersucht und verglichen.

1 Einleitung

Bei einem Wiirfelspiel (das durch die Sendung
»ochlag den Raab!* am 24. Mai 2009 grofle Be-
kanntheit erreichte) wird ein fairer Wiirfel wieder-
holt geworfen. Solange keine Sechs auftritt, werden
die erzielten Augenzahlen auf ein Punktekonto ad-
diert. Das Spiel kann jederzeit gestoppt werden; der
erzielte Punktestand ist dann der Gewinn (in Euro).
Kommt eine Sechs, fillt man auf O Punkte zuriick
und gewinnt nichts.. Wiirfelt man etwa 4,5,2,2 und
stoppt dann, so betrdgt der Gewinn 13 Euro. Bei der
Sequenz 3,1,6 geht man leer aus, da nach den ersten
beiden Wiirfen das Spiel nicht beendet wurde. Wel-
che Stoppstrategie sollte verfolgt werden, wenn man
das Spiel oft wiederholt spielen miisste?

2 Die ,,k-mal wiirfeln‘‘-Strategie

Die meisten Studenten, mit denen ich dieses Pro-
blem diskutiert habe, wollten nicht mehr als drei oder
vier Mal wiirfeln und dann aufhéren. Das Argument
war stets das Gleiche: ,,Die erste Sechs wird ja ir-
gendwann kommen; wenn ich drei oder vier Mal
Gliick hatte und keine Sechs auftrat, mochte ich die-
ses Gliick nicht noch weiter strapazieren.*

Da das Spiel oft gespielt werden soll, bietet sich
als Giitekriterium fiir eine Spielstrategie der Erwar-
tungswert des zufilligen Spielgewinns G an. Wir be-
trachten in diesem Abschnitt die Strategie, kK mal zu
wiirfeln, und interessieren uns insbesondere fiir das-
jenige k, welches den Erwartungswert von G maxi-
miert. Der Kiirze halber bezeichne A das Ereignis,
k mal hintereinander keine Sechs zu wiirfeln. Tritt
in den ersten k Wiirfen mindestens eine Sechs auf
und somit das komplementire Ereignis A ein (dies
geschieht mit der Wahrscheinlichkeit 1 — (5/6)%), so
geht man leer aus; der Spielgewinn G nimmt dann
den Wert O an.

Hat man Gliick und wiirfelt £ mal hintereinander kei-
ne Sechs, tritt also A ein, so stellt sich G als Summe
X1+ ...+ X; von Zufallsvariablen dar, wobei X; die

Augenzahl des j-ten Wurfs angibt. Unter der Bedin-
gung, dass keine Sechs auftritt, nimmt jedes X; die
Werte 1, 2, 3, 4, 5 mit gleicher (bedingter) Wahr-
scheinlichkeit 1/5 an. Der Erwartungswert von X
ist also (1+2+3+4+5)/5 =3, und der Erwar-
tungswert von G (ebenfalls unter dieser Bedingung!)
gleich k- 3. Da das bedingende Ereignis A mit der
Wahrscheinlichkeit P(A) = (5/6)F eintritt, ist der Er-
wartungswert des Spielgewinns unter der Strategie, k
mal zu wiirfeln, gleich

Ek(G)—k-3-<2>k.

Dabei haben wir die Abhéngigkeit des Erwartungs-
wertes von k durch Indizierung hervorgehoben.

Um dasjenige k zu bestimmen, das E;(G) maximiert,
bildet man am einfachsten den Quotienten
Ek+1(G) B k+1 é
E(G) k6
Dieser ist genau dann grofer (bzw. kleiner) als 1,
wenn k < 5 (bzw. k > 5) gilt. Ferner gilt Es(G) =
E¢(G). Die beste ,.k-mal wiirfeln“- Strategie erfor-
dert also, fiinf oder sechs Mal zu wiirfeln, und der

Erwartungswert des Spielgewinns betrigt dann (auf-
gerundet) 6.03 Euro (Tabelle 1).

k | Ex(G) | k | Ex(G)
1| 2500 || 5] 6.028
2| 4167 || 6 | 6.028
315208 || 7| 5.861
41 5787 || 8| 5.582
Tabelle 1: E;(G) fiir verschiedene Werte von &

3 Die ,,k-Augen-sammeln‘‘- Strategie

Es liegt nahe, eine Entscheidung zwischen Wei-
terwiirfeln und Stoppen vom erreichten Punktestand
und nicht wie in Abschnitt 2 von der Anzahl der Spie-
le, die man ohne Sechs iiberstanden hat, abhingig zu
machen, denn die Wahrscheinlichkeit fiir eine Sechs
wird ja nicht groBer, je linger diese ausgeblieben ist
(stochastische Unabhingigkeit!). Einige der Studie-
renden meinten hier, mit 9 oder 10 Augen sollte man
stoppen und ein neues Spiel beginnen.

Wir betrachten im Folgenden die Strategie, so lange
zu wiirfeln, bis man mindestens k Augen erreicht hat,
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und dann aufzuhoren. Welchen Erwartungswert be-
sitzt der zufillige Spielgewinn G bei dieser Stoppre-
gel? Fahren wir damit — zumindest fiir ein geeignetes
k — besser als mit der Strategie, fiinf mal zu wiirfeln,
die uns im Schnitt 6,03 Euro pro Spiel einbringt?

Als Grundraum €, auf dem G als Zufallsvariable
definiert ist, bietet sich die Menge aller denkbaren
Wurfsequenzen ® bis zum Spielende an. Diese haben
die Hochstlidnge k (die erreicht wird, falls k£ — 1 mal
in Folge eine Eins auftritt) und enthalten entweder
nur am Ende eine Sechs (dann gilt G(®) = 0) oder
keine Sechs. Im letzteren Fall ist ® von der Gestalt
®W=ajay...a;mit! > k/5. Diese Minimallidnge wird
u.a. erreicht, falls (mit der eventuellen Ausnahme ei-
nes Wurfs) nur Fiinfen gewiirfelt werden. Auflerdem
geltena; +...+a; > ksowiea; +...+a;—; <k.In
diesem Fall nimmt G(®) den Wert a; + ...+ a; an.
Die Abhingigkeit des Grundraums € und des Wahr-
scheinlichkeitsmaBles P von k wird in der Notation
unterdriickt.

Prinzipiell ldsst sich der (in Unterscheidung zu der
in Abschnitt 1 diskutierten Stoppregel mit £} (G) be-
zeichnete) Erwartungswert von G iiber die Definition

= ) G(w) P({o})

weQ
(Henze 2010, Kapitel 12) berechnen. Aufgrund der
gro3en Zahl an Spielverldufen ist hierfiir jedoch ein
Computerprogramm erforderlich. Einfacher geht es,
wenn man den Erwartungswert von G in Abhdngig-
keit vom erreichten Punktestand n betrachtet. Ma-
thematisch handelt es sich um den mit £y ,(G) ab-
gekiirzten bedingten Erwartungswert von G unter
demjenigen Ereignis A, C Q, das aus allen ® besteht,
die zu einem Punktestand von n fiihren. So enthélt
etwa Aj alle Sequenzen aja; .. .q;, die mit 3, 21, 12
oder 111 beginnen. Wenn wir formal Ag := Q set-
zen, lauft n hierbei von 0 bis k + 4. Der maximale
Wert k + 4 wird erreicht, wenn man mit k — 1 Punk-
ten eine Fiinf wiirfelt. Nach Definition gilt offenbar
Ev(G) = Ero(G).

Da man mit mindestens & Punkten stoppt und diese
Punktzahl als Gewinn erhilt, gilt

Exn(G)=n, falls ne{kk+1,....k+4}. (1)

Fiir n < k— 1 betrachten wir das zufillige Ergebnis
X des nidchsten Wurfs. Die Formel vom totalen Er-
wartungswert (siche Humenberger (2000) oder Hen-
ze (2001)), angewendet auf £y ,(G), besagt

Ek’n(G) =

Cen(GIX =) PX=j). (2

\
e
ol

Da man mit einer Sechs alles verliert, gilt £ ,,(G|X =
6) = 0. Im Fall X = j mit j <5 erhilt man j weitere
Punkte, es gilt also Ex ,(G|X = j) = Egn+j(G). We-
gen P(X =j)=1/6(j=1,...,6) wird dann (2) zu

5
Ek n Z n+] (3)

Zusammen mit (1) ldsst sich jetzt Eyo(G) durch
»~Rickwirts-Induktion” gemil

. k+ (k+1)+...+ (k+4 Sk+10
. 1 (5k+10
Ewk—2(G) = 6'( 6 +k+(k+1)+...+(k+3))

usw. berechnen (Tabellenkalkulation). Tabelle 2
zeigt die am Ende erhaltenen Werte £y (G) = Ey o(G)
fiir verschiedene Start-Werte von k.

k [EG) [ k [E(©)
8 | 5.318 || 15 | 6.154
9 | 5,550 || 16 | 6.154
10 | 5744 | 17 | 6.133
11 | 5896 | 18 | 6.094
12 | 6.003 || 19 | 6.040
13 | 6.081 | 20 | 5.971
14 | 6.130 || 21 | 5.889

Tabelle 2: Erwartungswerte £ (G) unter der
k-Augen-sammeln-Strategie

Tabelle 2 zeigt, dass die ,k-Augen-sammeln®-
Strategie fiir k € {13,14,...,19} zu einem hoheren
erwarteten Spielgewinn fiihrt als die beste ,.k-mal-
wiirfeln-Stoppregel. Der maximale, auf zwei Nach-
kommastellen gerundete Erwartungswert 6.15 wird
fiir k = 15 oder k = 16 erreicht. Warum sich gerade
diese Werte fiir k¥ empfehlen, wird klar, wenn man
sich in die Situation eines Spielers versetzt, der gera-
de k Augen auf seinem Punktekonto verzeichnet und
tiberlegt, ob er stoppen oder weiter spielen soll.

Hierzu betrachten wir den Erwartungswert des mit Y
bezeichneten Punktestandes nach einem moglichen
weiteren Wurf. Da Y, die Werte k+ 1, ..., k+ 5 und
0 jeweils mit Wahrscheinlichkeit 1/6 annimmt, gilt

1 5'k+15

,; ¢

Weiterwiirfeln wiirde sich lohnen, falls die Unglei-
chung E(Y;) > k erfiillt ist, und dies ist gleichbedeu-
tend mit k < 15. Wegen E(Y;) = k <= k = 15 ver-
schlechtert auch ein Warten bis zum Mindestpunk-
testand 16 nichts, was sich letztlich in der Gleichheit
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der Werte £15(G) und E}6(G) duBert. Also lautet die
unter dem Gesichtspunkt der Maximierung des Er-
wartungswertes bestmogliche Strategie: ,,Spiele wei-
ter, wenn der Punktestand kleiner ist als 15, sonst
stoppe und kassiere den Gewinn!

4 Die Verteilung von G

Wir haben bislang nur den Erwartungswert des
Spielgewinns G unter zwei verschiedenen Stoppre-
geln untersucht. In diesem Abschnitt geben wir die
Verteilungen von G unter diesen Stoppregeln an.

4.1 Verteilung von G unter der ,,k-mal
wiirfeln*“-Stoppregel

Bezeichnet wie in Abschnitt 2 A das Ereignis, k mal
hintereinander keine Sechs zu wiirfeln, so stellt sich
der zufillige Spielgewinn G in der Form

G =1{A}- ij
j=1

dar. Hierbei ist 1{A} die durch 1{A}(®) := 1, falls
o €A (1{A}(®) := 0, sonst) definierte Indikator-
funktion von A (s. Henze (2010), Kapitel 3), und
Xi,...,X; sind (auch von 1{A}) unabhingige Zu-
fallsvariablen, die die Werte 1 bis 5 mit gleicher
Wabhrscheinlichkeit 1/5 annehmen. Offenbar gilt
P(G=0)=1-P(A) = 1—(5/6)~. Tritt A ein, so
ist die (bedingte) Verteilung von G diejenige einer
Augensumme beim k-fachen Wurf mit einem ,,fiinf-
seitigen echten Wiirfel“, dessen Seiten von 1 bis 5
beschriftet sind. Es gilt also

P(G=ilA) = P <i"lxj = i)

und somit fiiri € {k,k+1,...,5k}

P(G=i) = (Z)k-P <:1Xj = i> :

Fiir den Spezialfall k = 5, der zum grotmogli-
chen Erwartungswert unter allen ,.k-mal wiirfeln®-
Stoppregeln fiihrt, ist die Verteilung von G in Ta-
belle 3 aufgefiihrt. Die hierbei bendtigten giinstigen
Fille, beim fiinffachen Wurf mit einem , fiinfseiti-
gen Wiirfel“ eine bestimmte Augensumme zu errei-
chen, erhilt man am einfachsten unter Zuhilfenahme
eines Computers durch Anlegen eines zu Beginn
zu Null gesetzten Feldes (a(5),a(6),...,a(25)). So-
dann ldsst man 5 Indizes il,...,i5 unabhidngig von-
einander von 1 bis 5 laufen und erhoht jeweils das
Feldelement a(il ... +i5).

i| P(G=1i) i | P(G=1i)
0 0.5981 10 | 0.01556
5] 1.286-107* | 11 | 0.02379
6 | 6.430-107* | 12 | 0.03279
711.929-1073 | 13 | 0.04115
8 | 4.501-1073 | 14 | 0.04694
919.002-1073 | 15 | 0.04900

Tabelle 3: Verteilung des Spielgewinns unter der
“S-mal-wiirfeln“- Stoppregel

Man beachte, dass die Wahrscheinlichkeiten P(G =
i) und P(G =30—1i) (i =5,...,14) aus Symme-
triegriinden gleich sind; es gilt also P(G = 16) =
P(G = 14) = 0.04694 usw. Tabelle 3 zeigt, dass
man mit der “5-mal-wiirfeln“- Stoppregel mit knapp
60-prozentiger Wahrscheinlichkeit leer ausgeht. Will
man hier ofter einen Gewinn erzielen, so darf man
nicht so hiufig wiirfeln, was aber nach Tabelle 1 zu
einer geringeren erwarteten Gewinnsumme fiihrt.

4.2 Verteilung von G unter der ,,k
Augen-sammeln‘‘-Stoppregel

Mit der in Abschnitt 3 vorgestellten ,Riickwirts-
induktions-Methode* ldsst sich auch die komplet-
te Verteilung von G, d.h. die Wahrscheinlichkeiten
Py(G = i), unter der k-Augen-sammeln-Strategie be-
stimmen. Unter dieser Stoppregel nimmt i die Werte
0,k,k+1,k+2,k+3und k+4 an.

Bezeichnet P ,(G =1i) (i € {0,k,k+1,...,k+4})
die (bedingte) Wahrscheinlichkeit, dass sich bei der
k-Augen-sammeln-Strategie und einem momentanen
Punktestand von n der Gewinn i ergibt, so gilt analog
zu (1)
Pen(G=n)=1, fallsne{kk+1,....k+4}, 4
denn aufgrund der Stoppregel erhilt man ja ab der
Mindestaugenzahl k diese Augenzahl als Gewinn.
Fiir n < k — 1 betrachten wir wie in Abschnitt 3
das Ergebnis X des nichsten Wurfs. Die Formel von
der totalen Wahrscheinlichkeit (sieche Henze (2010)),
Kap. 15), angewendet auf P ,(G = i), besagt

6
Pen(G=1) = ) Pun(G=ilX =j) P(X =j). (5
j=1

Da eine Sechs zum Gewinn O fiihrt, gilt

P.(G=0X=6) = I, (6)
Pn(G=iX=6) = 0,i=k,....k+4. (7)




Im Fall X = j mit j <5 erhilt man j weitere Punkte,
es giltalso P, (G =i|X = j) = P n+;(G =1i). Wegen
P(X=j)=1/6(j=1,...,6) wird dann (5) zu

1 5
Pu(G=0) = 6~<1+2Pk,n+,-<czo>>,<s>
j=1
1 5
Pa(G=1i) = E-ZP;{,W-(G:D ©)
j=1

(i=kk+1,...,k+4). Mit (4) ldsst sich jetzt P,(G =
i) = Po(G = i) durch ,Riickwirts-Induktion” aus
(8), (9) berechnen. Tabelle 4 zeigt die Wahrschein-
lichkeiten Py ,(G = i) (i = 0,15,16,17,18,19) im
Fall k = 15. Hier lauft n von 19 bis 0.

0 15 16 17 18 19
19 0 0 0 0 0 1
18 0 0 0 0 1 0
17 O 0 0 1 0 0
16 0 0 1 0 0 0

15| O 1 0 0 0 0

14 ].1667 | .1667 | .1667 | .1667 | .1667 | .1667
13(.1944 | .1944 | .1944 | .1944 | .1944 | .0278
12].2269 | .2269 | .2269 | .2269 | .0602 | .0324
11.2647 |.2647 | .2647 | .0980 | .0702 | .0378
10| .3088 | .3088 | .1421 | .1143 | .0819 | .0441
3602 | .1936 | .1658 | .1334 | .0956 | .0515
3925 | .1981 | .1656 | .1278 | .0837 | .0323
4256 | .1987 | .1608 | .1167 | .0653 | .0330
4586 | .1940 | .1498 | .0984 | .0661 | .0331
4909 | .1822 | .1307 | .0984 | .0654 | .0323
5213 |.1611|.1288|.0958 | .0627 | .0304
5481 | .1557 | .1226 | .0895 | .0572 | .0268
5741 | .1486 | .1155|.0832 | .0528 | .0259
5988 | .1402 | .1079 | .0776 | .0507 | .0248
6222 | 1313 .1009 | .0741 | .0481 | .0234

Tabelle 4: Wahrscheinlichkeiten P ,,(G = i)
(i=0,15,16,...,19)im Fall k = 15

SO = N Wk VOO I 0 \O

Man beachte, dass sich in Tabelle 4 in den mit
19 bis 15 beschrifteten Zeilen die Anfangsbedin-
gungen (6) und (7) widerspiegeln. Die Gleichungen
(8) und (9) besagen, dass sich der zu einem n mit
n < 14 gehorende Wahrscheinlichkeitsvektor als ei-
ne mit dem Faktor 1/6 multiplizierte Linearkombi-
nation der 5 dariiber liegenden Wahrscheinlichkeits-
vektoren und des zum Verlust filhrenden Vektors
(1,0,0,0,0,0) ergibt.

Im Unterschied zu der besten ,k-mal wiirfeln-
Stoppregel (k = 5, siehe Tabelle 3) verliert man bei
der besten ,k Augen sammeln“- Stoppregel sogar
mit einer noch hoheren, ndmlich iiber 62-prozentigen
Wahrscheinlichkeit. Dem steht jedoch eine pro Spiel
um ca. 12 Cent hohere Gewinnerwartung gegeniiber.

5 Schlusshemerkungen

Wir haben zwei unterschiedliche Regeln, eine Se-
quenz von kumulierten Augensummen beim wie-
derholten Wiirfelwurf bestmdéglich zu stoppen, un-
tersucht. Eher ,.Angstliche” Vorgehensweisen, hochs-
tens drei Mal zu wiirfeln oder bei einer erreich-
ten Augensumme von 9 oder 10 Punkten zu stop-
pen, fiihren zu einer suboptimalen Gewinnerwar-
tung. Die beste Stoppregel besteht darin, bis zu ei-
ner Mindestaugensumme von 15 zu spielen und dann
aufzuhoren. Man geht damit zwar mit einer iiber
62-prozentigen Wahrscheinlichkeit leer aus, gewinnt
aber auf die Dauer pro Spiel ca. 6,15 Euro.

Die behandelte Fragestellung ldsst sich allgemein
in das Problem einbetten, eine Markov-Kette in ei-
nem zu prizisierenden Sinn optimal zu stoppen.
Man kann beweisen, dass die Regel, bei Erreichen
von mindestens 15 Augen zu stoppen, in dem Sin-
ne bestmoglich ist, dass sie den Erwartungswert des
Spielgewinns maximiert (siehe z.B. Roters (1998)).
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